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Abstract: In the present study, we propose a discussion from a Kuhnian
perspective on the status of revolutions in mathematics in general; and in
particular, we will query to what extent we can say that hyperbolic geometry
produces such a scientific revolution. Given that this debate already possesses
its own intellectual history, we will attempt to substantiate the proposed
thesis — namely, that the emergence of hyperbolic geometry indeed triggered a
revolution within mathematics, though one that must be interpreted in a
particular way — by pursuing four specific objectives: (1) an exposition of
Euclid’s ideas; (2) an overview of several historical leaps in the attempt to
prove Euclid’s fifth postulate; (3) an incursion into Kuhn's views on the
structure of scientific revolutions; and (4) a reflection on whether Kuhn's
concepts are applicable to the development of hyperbolic geometry. As the
nature of this work is both historical and philosophical, we will approach the
aforementioned ideas and concepts through descriptive and hermeneutic
methods. Furthermore, the present study is significant within the broader
landscape of philosophical inquiry as, on the one hand, it not only
interrogates the role of scientific revolutions within mathematics but, on the
other hand, also offers an opportunity to highlight the philosophical
importance of hyperbolic geometry in shaping the very way that people
perceive space.
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Introducere

In literatura de specialitate gdsim lucrari in care se discuta despre
importanta ideilor lui Thomas Kuhn? si despre modul in care acestea pot fi
aplicate In matematicd in general. Este, asadar, prielnica o reflectie asupra

1“Alexandru Ioan Cuza” University of lasi, Romania.
2 Thomas S. Kuhn, Structura revolutiilor stiintifice, traducere de Radu J. Bogdan,
prefata de Mircea Flonta, Bucuresti, Humanitas, 2008.
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geometriei hiperbolice si asupra schimbadrii intelegerii spatiului® care a
survenit odata cu aceasta. Desigur, dupa cum vom ardta, geometria
hiperbolicd face parte din geometriile neeuclidiene, adica acele geometrii
care contrazic axioma a cincea din setul stabilit de Euclid. Ne intereseaza
numaidecat dacd aceste geometrii neeuclidine — in spetd, geometria
hiperbolica — au produs o revolutie in matematicd, in sensul dat de Kuhn.

Mai simplu, teza lucrdrii de fatd este aceea de a justifica, urmand o
directie a criticii lui Kuhn ca intr-adevar aparitia geometriei hiperbolice a
produs o revolutie in matematica, dar aceasta revolutie trebuie interpretata
intr-un anume fel. Ca atare, obiectivele prezentului studiu sunt
urmatoarele: 1) mentionarea ideilor fundamentale (a sistemului de axiome)
care se gasesc in , Elementele” lui Euclid; 2) prezentarea catorva momente
importante din istoria geometriei care au condus cdtre o noua intelegere a
spatiului, adica trecerea in revistd a principalelor idei ale unor
matematicieni precum Saccheri, Lambert, Legendre, Lobachevsky, Bolyai,
Gauss etc.; 3) intoarcerea cdtre Structura lui Kuhn si prezentarea
elementelor acesteia si 4) o discutie pe marginea dezvoltarii geometriei
hiperbolice si contextualizarea dezbarerii cu privire la existenta revolutiilor
stiintifice In matematica.

Vom incerca sd argumentam teza propusa in studiul de fatda gandind
deopotriva istoric si hermeneutic, cu scopul de a conduce discutia catre
unele consideratii metafizice — pentru ca marea provocare a unei revolutii
stiintifice, dupa cum aratda Kuhn in capitolul al X-lea al cdrtii — capitol
problematic, de altfel, si adesea criticat de filosofii stiintei —, este aceea de a
schimba modul in care privim lumea.

Dezvoltarea geometriei hiperbolice

,Elementele” lui Euclid reprezinta primul tratat important de
geometrie. Matematicianul antic a reusit sd adune laolalta rezultatele acelor
timpuri, propunand insd si unele noutdti. De altfel, in aceastd lucrare apar
pentru prima oara formulate axiomele pe baza cdrora geometria s-a

3 Recent, Mircea Dumitru si Liviu Ornea, pornind de la teoremele de scufundare
ale lui Nash, au vorbit despre preeminenta geometriei euclidiene, dovedind, inca o
data, cd modelele geometriei neeuclidiene sunt intemeiate in geometria euclidiana
(Dumitru, Mircea, Ornea, Liviu, "On the Preeminence of Euclidean Geometry:
Nash’s Embedding Theorems”, in Journal for General Philosophy of Science, Vol. 56,
pp. 47-57, 2025. https://doi.org/10.1007/s10838-024-09684-7).
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dezvoltat In urmatoarele cateva sute de ani. Acest ,sistem axiomatic” — In
terminologia de astdzi — al lui Euclid a condus la ceea ce noi numim
geometrie euclidiand. Evolutia geometriei (in general) are un parcurs mai
complicat decat ar pdrea la o simpla privire. Bogdan Suceava arata, de
exemplu, ca notiunea de curbura (care este esentiala intelegerii geometriei
,moderne”) a aparut prima oard in scrierile medievalului Nicole Oresme
(1323-1382) si ca exista asemanadri cu ceea ce demonstra Riemann cateva
sute de ani mai tarziu‘. De aceea, scopul acestei sectiuni este a lamuri
modul in care, plecand de la axiomele lui Euclid, au apdrut celelalte tipuri
de geometrie, interesandu-ne numaidecat geometria hiperbolica.

Euclid (325-265 1.Cr.) a oferit in ,Elementele”> un mod ,a face”
matematicd. Chiar dacd, asa cum observa Ian Stewart, cele treisprezece carti
ale Elementelor se succed intr-o ordine logica, fiind prezentate aspecte atat
de geometrie pland, cat si de geometrie in spatiu — punctul culminant fiind
demonstratia faptului cd exista exact cinci corpuri regulate: tetraedrul,
cubul, octaedrul, dodecaedrul si icosaedrul® —; postulatele ganditorului
antic au ramas pentru matematica moderna o provocare. Dincolo de
aspectele filosofice ale modului euclidian de gandire si de diversele
polemici care au aparut de-a lungul vremii’, ,, Elementele” i fascineaza inca
pe matematicieni prin modul admirabil in care au fost organizate si prin
faptul ca Euclid a dezvoltat geometria pland pornind de la o lista de
definitii ale termenilor geometrici, cinci ,notiuni comune” referitoare la
marimi si celebrele cinci axiome®, dintre care a cincea a fost cea contestata si

4 Bogdan Suceavd, ,Space and its deformations in the works of Nicole Oresme and
Bernhard Riemann”, in Rev. Roum. Philosophie, 67, 2, pp. 303-311, Bucuresti, 2023.

5 Trebuie spus ca nu stim foarte multe despre Euclid, acesta fiind cunoscut mai ales
prin lucrdrile de matematicd rdmase. De asemenea, trebuie mentionat ca
,Elementele” se gasesc traduse in limba engleza, in trei volume; traducerea fiind
semnata de T.L. Heath si publicata in 1908 cu titlul: The Thirteen Books of Euclid’s
Elements, Cambridge: at the University Press.

6 lan Stewart, [mblanzirea infinitului. Povestea matematicii, traducere de N. Gutium,
Bucuresti, Humanitas, 2011, p. 29.

7 O discutie asupra acestor chestiuni se gaseste, in limba romana, de pildd, in Marin
Turlea, Filosofia matematicii, Bucuresti, Editura Universitatii din Bucuresti, 2002.

8 John G. Ratcliffe, Foundations of Hyperbolic Manifolds, Second Edition, Springer,
2006, p. 1.
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contrazisi. In sfarsit, iata cele cinci postulate, adica axiome®, parafrazate si
adaptate limbajului actual®:

1. Pentru oricare doua puncte exista o dreapta care le uneste.

2. Orice dreapta poate fi prelungita indefinit.

3. Pentru orice punct dat si orice segment dat, se poate construi un cerc

cu centrul in punctul dat si avand raza egald cu lungimea segmentului

dat.

4. Toate unghiurile drepte sunt egale.

5. Daca o dreaptd coplanara cu alte doud drepte le intersecteaza si

formeazd cu acestea unghiuri interne, de aceeasi parte, cu suma mai

mica decat doud unghiuri drepte, atunci cele doud drepte se
intersecteazd in acea parte a secantei in care suma celor doua unghiuri
este mai mica decat doud unghiuri drepte.

Desigur, nu vom discuta mai departe fiecare axioma in parte, ci ne
vom opri la cea de-a cincea. Se poate observa, de altfel, cd enuntul acesteia
este ceva mai complicat decat enunturile celorlalte. Bundoard, aproape
doud milenii a existat banuiala cd aceastd a cincea axioma ar putea fi
dedusa din primele patru. Despre cateva incercari in acest sens vom discuta
mai jos. Ceea ce este insd interesant de mentionat este ca exista cateva
afirmatii echivalente cu postulatul al V-lea; de exemplu:

»1. Printr-un punct nesituat pe o dreapta se poate duce cel mult o

paraleld la acea dreaptd;

2. Doua drepte paralele taiate de o secantda formeaza cu aceasta

unghiuri alterne interne egale;

3. Suma unghiurilor intr-un triunghi este egala cu suma a doua

unghiuri drepte;

4. Doua drepte paralele cu o a treia sunt paralele intre ele;

5. Toate triunghiurile au aceeasi suma a unghiurilor lor;

6. Prin orice punct interior unui unghi se poate duce o dreapta care sa

intersecteze laturile unghiului;

7. Exista triunghiuri asemenea, dar neegale;

8. Punctele dintr-un semiplan situate la o distanta data de o dreapta

datd formeaza o dreapta;

9 Euclid, The Thirteen Books of Euclid’s Elements, Volume 1, trans. by T.L. Heath,
Cambridge: at the University Press, 1908, pp. 154-155.

10 Vasile Oproiu, ,,Despre postulatul V al lui Euclid”, in Recreatii matematice, 11(1),
2000, pp. 23-26, p. 24.
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9. Pentru oricare trei puncte necoliniare exista cercul circumscris;

10. Linia mijlocie intr-un triunghi este egala cu jumatatea bazei;

11. In orice triunghi dreptunghic este valabila teorema lui Pitagora”1L.

Cel mai adesea, incercdrile de a deduce postulatul al cincilea (din
primele patru) sau de a-1 contrazice au venit ca replica la prima afirmatie
de mai sus. De altfel, anticipand, tocmai in acest mod a aparut geometria
hiperbolica: negand postulatul al cincilea al paralelelor; adica acceptand ca
printr-un punct exterior unei drepte se pot duce mai multe paralele la
dreapta data (sau nu se poate duce niciuna). Aceste lucruri au fost
evidentiate de Lobacevschi si de Bolyai, interesante fiind si unele observatii
timpurii ale lui Sacceri, Lambert si chiar Legendre, asupra carora ne oprim
mai departe.

Giovanni Girolamo Saccheri (1667-1733) a fost un matematician, filosof
si teolog italian, care in anul mortii sale, 1733, a scris o lucrare de
geometrie!? in care, printre altele, a postulat ca una dintre urmatoarele
afirmatii trebuie sa fie adevarata:

1) Suma unghiurilor unui triunghi este egald cu .

2) Suma unghiurilor unui triunghi este mai mica decat .

3) Suma unghiurilor unui triunghi este mai mare decat .

Acest fapt i-a permis sa foloseasca metoda reducerii la absurd, in sensul ca
dacd a doua ipoteza si a treia sunt false, atunci prima trebuie sa fie
adevarata.”® Totusi, prima afirmatie, dupa cum am constatat mai sus, este
echivalentd cu postulatul al cincilea al lui Euclid; iar daca Saccheri a crezut
cd a treia afirmatie duce la o contradictie in primele patru axiome, se pare
cd dovezile acestuia au fost Intrucatva gresite, pentru ca, altfel, ar fi reusit
sda demonstreze postulatul paralelelor!.

De asemenea, Johann Heinrich Lambert (1728-1777) a fost
matematician, fizician si astronom, avand diverse contributii In domeniile
amintite. A avut insd si unele contribuitii cel putin interesante in ceea ce
numim geometrie neeuclidiand. Bunaoara, in Theorie der Parallellinien,

1 Ibidem, p. 24.

12 Gerolamo Saccheri, Euclid Vindicated from Every Blemish, Edited and Annotated by
Vincenzo De Risi, Translated by G.B. Halsted and L. Allegri, Birkh&duser, 2014.

13 Jeremy Gray, ,Non-Euclidean Geometry — A Re-interpretation”, in Historia
mathematica, 6, 1979, pp. 236-258, p. 238.

1 Sverrir Thorgeirsson, Hyperbolic geometry: history, models, and axioms, Uppsala
University, 2014, p. 4.
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lucrare a lui Lambert ce avea sd fie publicatd postum, In 1786, de catre
Johann Bernoulli (al treilea)!® gasim cateva mentiuni importante cu privire
la postulatul al cincilea al lui Euclid. Se pare cd Lambert ar fi citit lucrarea
lui Saccheri, intrucat a sustinut, precum matematicianul italian, ca daca
suma unghiurilor unui triunghi este mai mare decat m, atunci fiecare
triunghi are suma unghiurilor mai mare decat 7; si, mai mult, a derivat o
contradictie asupra acestui fapt. Desigur, afirmatia ,intr-un triunghi suma
unghiurilor este mai mica decat m” nu a considerat-o eronata'e. in sfarsit,
mai spunem cd Lambert a oferit o formuld pentru a calcula aria unui
triunghi hiperbolic'”. Astfel, produsul dintre aria unui triunghi hiperbolic si
o constanta C este egal cu diferenta dintre m si suma unghiurilor
triunghiului. Constanta mentionatd inmultitd cu minus va deveni mai
tarziu curbura gaussiana a unui plan hiperbolic. Roger Penrose arata ca
formula indicata seamana cu o formuld data de Thomas Hariot (1560-1621)
pentru aria unui triunghi sferic, anume: aria unui triunghi sferic este egala
cu produsul dintre patratul razei sferei si diferenta (de aceasta datd) dintre
suma unghiurilor triunghiului si 7'é.

In sfarsit, Adrien-Marie Legendre (1752-1833) a fost un alt
matematician pentru care postulatul al cincilea a fost o provocare. Desi este
cunoscut si pentru alte contributii, cum ar fi, de pildd, transformarea care 1i
poartd numele, incercdrile acestuia de a demonstra postulatul amintit au
esuat. Legendre a folosit definitia defectului unui triunghi — daca suma
unghiurilor unui triunghi este mai micd decat m, defectul reprezintd
diferenta dintre m si suma unghiurilor — pentru a demonstra ca, de fapt,
suma unghiurilor este egala cu zero. Mai tarziu, modelul lui Beltrami a
confirmat faptul ca Legendre gresise®.

Pe de altda parte, Nikolai Lobachevsky (1792-1856) si Janos Bolyai
(1802-1860) au avut idei revolutionare in ceea ce priveste postulatul al
cincilea al lui Euclid. Aproape in aceeasi perioadd, In mod independent, cei
doi matematicieni au contestat axioma paralelelor si au reusit sa

15 Jeremy Gray, Worlds out of nothing: a course in the history of geometry in the 19th
Century, London, Springer, 2011, p. 85.

16 Jbidem, p. 85.

17 Roger Penrose, The Road to Reality: A Complete Guide to the Laws of the Universe,
London, Jonathan Cape, 2004, p. 43.

18 Jbidem, p. 44.

19 Jeremy Gray, Op. cit., p. 225.
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demonstreze unele rezultate importante. Chiar dacd, odata cu acestia, Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) lucra deja si el la o teorie care sa contrazica
postulatul amintit, dar cel din urma si-a publicat descoperirile ceva mai
tarziu. De altfel, se pare ca Gauss ,descoperise” geometria hiperbolica
inaintea celorlalti doi®.

Lobachevsky, Bolyai si Gauss au oferit prin cercetdrile lor o baza
sintetica asupra geometriei neeuclidiene; le-a lipsit insa un model analitic
pentru o astfel de geometrie. Mai mult, ei nu au demonstrat ca aceasta
geometrie neeuclidiana este consistenta; acest lucru a fost ardtat ceva mai
tarziu, odatd cu aparitia unui model. Lobachevsky, de exemplu, a
descoperit cateva formule pentru trigonometria neeuclidiana si a constatat
cd pe baza acestora se poate deduce ca geometria neeuclidiand este
consistenta?’; cu alte cuvinte, sistemul axiomatic al acesteia este consistent.
Totusi, dincolo de aceste mentiuni trebuie spus cd contributiile acestuia s-
au bazat pe primele patru axiome din sistemul lui Euclid, iar postulatul al
cincilea, numit adesea si ,axioma hiperbolica”, in acest context, capata
urmadtoarea formulare: ,Data o dreaptd si un punct exterior acesteia se pot
construi prin acest punct mai multe paralele la dreapta data”.

In sfarsit, consistenta geometriei hiperbolice, dupd cum am amintit, a
aparut odata cu modelele pentru aceasta, fapt pentru care a fost nevoie de
unele contribuitii ale lui Euler, Gaspard Monge si, din nou, Gauss (mai ales
cu privire asupra notiunii de curburd)??. Modelele au aparut in scrierile lui
Eugenio Beltrami (1835-1900), Felix Klein (1849-1925) si Henri Poincaré
(1854-1912), spre sfarsitul secolului al XIX-lea si inceputul celui de-al XX-
lea. Acestia au creat modele pentru geometria hiperbolica si, ca atare, abia
odata cu acestea i-au demonstrat consistenta.

Am amintit mai sus despre constanta C din formula lui Lambert ca a
condus la ceea ce mai tarziu s-a numit curburd. Ne survine, asadar,
intrebarea: ce este curbura? Ce este curbura unei curbe, de exemplu? Dar a
unei suprafete? Intuitiv, curbura aratd modul in care o curba din plan, de
pilda, este brusc ,indoitd”; altfel spus, aratd cat de deviata este aceasta
curbd intr-un punct fatd de tangenta dusd in acelasi punct. De altfel, se

20 Michael Hvidsten, Exploring geometry, Draft: October 18, 2012, p. 265.

21 JW. Cannon, W.J. Floyd, R. Kenyon, and W.R. Parry, ,Hyperbolic geometry”,
MSRI Publications 31, 1997, pp. 59-115, p. 62.

22 [bidem, p. 62.
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poate observa ca pentru studiul unor curbe (dar la fel si in cazul
suprafetelor) notiunea de curbura este indispensabila.

Aceasta a fost introdusd de Gauss. Bundoara, in ,Cercetare generald
asupra suprafetelor curbe”, Gauss noteaza in paragraful al VI-lea
urmadtoarele: ,Pentru studiul relatiilor de cantitate, ni se pare util sa
introducem, in teoria suprafetelor curbe, cateva notiuni noi. Datd o
portiune de suprafata curbd, cuprinsa intr-un perimetru determinat, vom
spune ca are drept curburd totald sau integrald aria figurii care 1i corespunde
pe suprafata sfericd auxiliara. E bine sda facem distinctie intre aceasta
curburd integrald si curbura, oarecum specificd, pe care o vom numi mdasura
a curburii si care inseamna catul obtinut prin impadrtirea curburii integrale a
elementului de suprafatd adiacent acelui punct la aria respectivului
element si care, deci, indica raportul ariilor infinit de mici care se
corespund pe suprafata curba si pe suprafata sfericd”?. Desigur, in
continuarea acestora, in acelasi studiu, Gauss incearca sa exprime formal
aceste lucruri, enuntand si demonstrand cateva rezultate, care mai tarziu
aveau sa fie completate de Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).

Acesta din urma, pe langa multele contributii in matematica (nu doar
in geometrie), a observat intr-o discutie asupra suprafetelor cu masura de
curburd constanta ca ,Suprafetele cu masurd de curbura pozitiva se pot
construi, intotdeauna, in asa fel ca fragmentele de suprafata sa se poata
deplasa chiar fdrd a le indoi, asa ca pe sferd; acest lucru nu e posibil pe cele
cu masurd de curburd negativa. Pe suprafetele cu masura de curbura zero,
in afara acestei independente de pozitie a fragmentelor de suprafata, are loc
si independenta de pozitie a directiilor, ceea ce nu se Intampla pe celelalte
suprafete”?*. Cativa ani mai tarziu, aceste notiuni si-au gasit formuldri ceva
mai riguroase — in sensul ca progresul limbajului matematic (formal) lua
avant, dar si studiul varietatilor riemanniene avansase —, intr-o prelegere a
lui Tullio Levi-Civita (1873-1941), din 24 decembrie 1916%.

23 K.F. Gauss, Cercetare generald asupra suprafetelor curbe, traducere de Liviu Ornea,
p- 6.

24 Bernhard Riemann, Asupra ipotezelor care stau la baza geometriei, traducere de Liviu
Ornea, p. 7.

25 Tullio Levi-Civita, Notiunea de paralelism intr-o varietate oarecare si determinarea
geometricd corespunzitoare a curburii riemanniene, traducere de Liviu Ornea.
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Thomas Kuhn si Structura

In mare masurd, Structura lui Kuhn a provocat discutii, critici,
propuneri alternative si, probabil, frustrdri din partea unor filosofi ai
stiintei. Este o lucrare despre care s-a spus ca este cea mai renumita carte
despre stiinta si cd cel mai la indemanad mod , de a descrie importanta cartii
lui Kuhn este de a spune cd el a spulberat miturile traditionale despre
stiintd, In special miturile empiriste”?. Cu alte cuvinte, pentru ca in
paginile cdrtii este justificat faptul ca intre comportamentul stiintific — adica
activitatea stiintificd propriu-zisa; ceea ce face un chimist in laborator, de
exemplu — si teoriile filosofice ale cunoasterii exista o discrepanta.” Ceea ce
a propus Kuhn prin Structura a fost ,,0 noud imagine a stiintei, o imagine ce
se deosebeste din multe puncte de vedere de cea consacratd”?. Mai mult,
lucrarea este apreciata ca una de rupturd, , 0 revolutie in Insasi istoria si
filosofia stiintei”?.

Pe scurt, ideile lui Kuhn sunt dezvoltate in jurul catorva concepte
cheie, precum: stiinta normald, paradigmd, anomalie si crizd si, desigur,
revolutie. Stiinta normala, scrie filosoful, ,,inseamnad cercetare bazatd ferm
pe una sau mai multe realizari stiintifice trecute, realizari pe care o anumita
comunitate stiintifica le recunoaste, pentru o vreme, drept baza a practicii
ei”®. De asemenea, asupra conceptului de paradigma exista, in primul
rand, discutii asupra semnificatiilor acestuia; un interpret al operei
kuhniene observand ca putem distinge, printre altele, un sens ,larg” si un
sens ,restrans”. In primul caz, ,,0 paradigma este un ansamblu de idei si de
metode care, atunci cand sunt combinate, formeaza atat o perspectiva
asupra lumii, cat si un mod de a face stiintd”*; iar sensul restrans se refera
la realizarile concrete ale respectivei stiinte, la gasirea unor exemple sau

2% Peter Godfrey-Smith, Filosofia stiintei: O introducere criticd in teoriile moderne,
traducere de Alexandru Anghel, Bucuresti, Editura Herald, 2012, p. 122.

27 Ibidem, p. 122.

28 Mircea Flonta, ,Thomas Kuhn si reorientarea istorica in filozofia stiintei”, in
Thomas S. Kuhn, Structura revolutiilor stiintifice, traducere de Radu J. Bogdan,
prefata de Mircea Flonta, Bucuresti, Humanitas, 2008, pp. 5-49, p. 6.

2 Radu J. Bogdan, ,Kuhn, traducatorul si aceasta carte”, in Thomas S. Kuhn,
Structura revolutiilor stiintifice, traducere de Radu J. Bogdan, prefata de Mircea
Flonta, Bucuresti, Humanitas, 2008, pp. 51-53, p. 51.

3 Thomas Kuhn, Op. cit., p. 72.

31 Peter Godfrey-Smith, Op. cit., p. 125.
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modele, care la randul lor au rostul de a inspira mai departe dezvoltarea
acelui domeniu stiintific2>. O observatie importantd: Godfrey-Smith
mentioneaza ca distinctia de mai sus nu a fost facuta initial de Kuhn, acesta
din urma avand in vedere, In prima instantd, paradigma in sens restrans. E
foarte simplu acum de gandit faptul ca stiinta normald este ceea ce se
petrece in ,interiorul” unei paradigme. Dar ce se intampla atunci cand o
asemenea paradigmad se prabuseste? Ce se intampld atunci cand viziunea
asupra lumii oferita de o anume paradigma nu mai satisface, In primul
rand, necesitdtile teoretice (la limita, intelectuale) ale oamenilor de stiinta?
Raspunsul este simplu: o revolutie stiintificd. De pildd, este binecunoscuta
schimbarea de paradigmd furnizatd de teoriile lui Copernic. Asadar,
trecerea de la o paradigma la alta este cea mai problematica. Cum are loc o
astfel de revolutie? Acelasi Godfrey-Smith sintetizeaza excelent ideile lui
Kuhn: ,respingerea unei paradigme se intampla numai atunci cand (1) s-a
ajuns la 0 masa critica de anomalii si (2) a aparut o paradigma rivala”3.

Prin urmare, in cadrul unei teorii stiintifice apar chestiuni care nu pot
fi rezolvate, probleme care nu isi gasesc solutia in acea ordine de principii
si idei; uneori aceste probleme sunt organizate sub forma unui puzzle si
indiferent de directia (interioara paradigmei) din care sunt abordate, nu pot
fi rezolvate. Astfel apare o crizd. Odata ce criza este impusa de necesitatile
amintite, oamenii de stiinta — dar poate cel mai corect ar fi sa-i mentiondm
pe filosofii acelei stiinte — Incep sd isi pund intrebdri cu privire la paradigma
curenta. Capacitatea de a rezolva vechea problema din vechea paradigma
pune bazele unei noi paradigme. Ins4 lucrurile nu sunt chiar atat de simple
precum ar parea la o prima vedere. De altfel, aceasta parte a teoriei
kuhniene a fost indelung contestata. Mai spunem ca ,teoria kuhniana
cuprinde doud tipuri de schimbare stiintificd care nu seamand cu ceea ce
ne-ar fi fadcut sa ne asteptam filosofii empiristi ai stiintei. Schimbarea din
interiorul stiintei normale este ordonatd si receptiva la dovezi — insa stiinta
normald functioneazd In urma incheierii controverselor asupra ideilor
fundamentale. Celalalt tip de schimbare — schimbarea revolutionara —
presupune o punere la indoiald a ideilor fundamentale, dar acestea sunt
episoade in care evaluarea ordonata a ideilor se prabuseste”.

32 [bidem, p. 125.
33 [bidem, p. 133.
3¢ [bidem, p. 145.
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O revolutie in geometrie?

Am aratat mai sus ca problema mare a geometriei euclidiene a fost
axioma a cincea a setului formulat de Euclid si ca de-a lungul istoriei unii
matematicieni au suspectat enuntul de posibilitatea demonstrarii lui.
Asadar, in aceasta privintd, am putea afirma ca odatd ce a fost demonstrat
cd printr-un punct exterior unei drepte se pot construi o infinitate de drepte
paralele cu dreapta data (cazul geometriei hiperbolice) sau niciuna (cazul
geometriei sferice), avem de-a face cu o revolutie in geometriei? Desigur, ar
fi o revolutie in sensul secund indicat mai sus, o revolutie care contesta o
idee fundamentala a geometriei euclidiene. O alta problema: putem deduce
din cele precizate ca avem in fata noastra un progres nu doar al geometriei,
ci al matematicii in general?

Sa lamurim doua chestiuni: Thomas Kuhn scrie ca ,,rezultatul muncii
creatoare inseamnd progres”®; cu alte cuvinte, pentru acesta, a progresa
intr-o stiintd tine de capacitatea de a rezolva problemele acelei stiinte, iar
solutiile acestor probleme au rolul de a fi cat mai precise in timp?. Pe de
alta parte, progresul este incomensurabil; In general, trecerea de la o
paradigma la alta o face uitatd pe cea veche; castigdm principii si idei noi
asupra stiintei (si asupra lumii), dar pierdem vechea viziune; revenim la
exemplul cu revolutia copernicand: oamenii au pierdut viziunea
geocentricd asupra lumii odatd cu aceasta. In geometrie insa odatd ficuta
trecerea catre ,noua” geometrie, geometria euclidiand nu si-a pierdut
statutul; dupa cum am amintit mai sus, exista chiar o preeminentd a
acesteia fata de geometriile neeuclidiene. Prin urmare, avem de-a face cu o
revolutie in geometrie sau nu? Interesant este faptul ca filosofii stiintei cand
vorbesc despre revolutiile din matematicdi au in vedere numaidecat
rezolutiile din secolul al XX-lea. De pildd, Ilie Parvu aratd cd ,sursa
principala a interesului pentru aspectul dinamic al cunoasterii matematice
au reprezentat-o marile revolutii din matematica secolului XX: revolutia
«structurala»,  revolutia  «categoriala», revolutia  calculatoarelor,
matematizarea cvasi-generald a stiintelor etc.”¥. $i inaintea acestora ar mai
fi, desigur, revolutia provocata discutiile asupra fundamentelor
matematicii. Richard J. Trudeau constata in prefata cartii despre revolutia

3 Thomas Kuhn, Op. cit., p. 227.

% Peter Godfrey-Smith, Op. cit., p. 152.

7 llie Parvu, Introducere in epistemologie, Bucuresti, Editura Stiintifica si
Enciclopedica, 1984, p. 255.
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geometriei ca geometria neeuclidiana, in speta geometria hiperbolica, i-a
adus pe oamenii de stiinta in ipostaza de a se intreba daca nu cumva stiinta
era ceva diferit de ceea ce crezusera ei dintotdeauna®. Desigur, pentru
acesta, aparitia geometriei neeuclidiene reprezinta intr-adevar o revolutie;
si trebuie sd precizam ca afirmatiile lui Trudeau sunt cele ale unui profesor
de matematica.

Intr-adevar, in secolul al XX-lea matematica a fost restructurata si
putem vorbi de un progres, dar revenim la intrebarea de mai sus:
geometria euclidiand inca este predata in scoli, incd sunt propuse probleme
noi in diverse reviste de specialitate etc. Cum explicam acest fapt? Michael
J. Crowe a scris in 1975 un scurt articol In care a oferit zece legi asupra
schimbarilor din matematica, provocator deopotriva pentru filosofii
matematicii cat si pentru matematicieni, impartindu-i in douad tabere. Cea
mai importanta lege din lucrarea mentionata este legea a zecea, care afirma
ca ,,in matematicd nu au loc niciodatd revolutii”*. Crowe justifica aceasta
lege prin apelul la scrierile unor diferiti matematicieni din perioade diferite,
precum J.B. Fourier, H. Hankel sau C. Truesdell. Argumentul acestuia
consta Intr-o distinctie intre doua tipuri de descoperiri: unele care, de fapt,
sunt transformadri ale vechiului domeniu de studiu, cum ar fi trasnformarea
astronomiei din ptolemaica in copernicand; si unele descoperiri care tin mai
curand de forma, adica sunt formate noi directii de cercetare, deci noi
domenii, fara a le anihila pe cele vechi — exemplul la indemana fiind cel al
geometriilor neeuclidiene®. Totusi, Crowe remarca acel ,in” din legea de
mai sus si afirma cd revolutii pot avea loc daca vorbim de nomenclatura
matematicd, de simbolism, de metamatematicd sau istoriografia
matematicii.#! Asadar, geometria hiperbolica, nu reprezinta o revolutie ,in”
matematicd; cel mult este o transformare, intr-o anumita directie, a
geometriei euclidiene, tocmai pentru faptul ca nu o anihileaza pe cea din
urma. De altfel, Crowe scrie cd teoria lui Kuhn poate fi aplicata in istoria
matematicii, dar nu ,,In” matematicd.®

38 Richard J. Trudeau, The non-Euclidean revolution, Boston, MA: Birkhauser Boston,
2001, p. viii.

% Michael J. Crowe, ,Ten ‘laws’ concerning patterns of change in the history of
mathematics”, in Historia Mathematica, Vol. 2, 1975, pp. 161-166, p. 165.

40 Jbidem, p. 165.

4 [bidem, p. 166.

« [bidem, p. 162.
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Totusi, existd destule critici aduse acestei a zecea lege a lui Crowe. De
pilda, Joseph Dauben® considera ca inovatiile radicale din matematica o
altereaza si ca desi vechea matematica ramane, aceasta nu mai este
semnificativa, trece pe o pozitie inferioard*. Mai mult, in introducerea la
cartea despre revolutiile din matematica, Donald Gillies scrie ca ne putem
plasa intr-una dintre cele doud tabere, pentru ca ar trebui sa distingem,
asadar, doud tipuri de revolutii prin analogie cu revolutiile politice: 1)
revolutia din Rusia ar trebui corelata cu ideile lui Crowe, intrucat vechea
paradigma nu este pastrata si 2) revolutia de tip franco-britanic ar trebui
corelatd cu ideile lui Dauben, intrucat vechea paradigma ramane valabila,
insa intr-un stadiu inferior®.

O altd replica la articolul lui Crowe, pornind de la Structura lui Kuhn, a
fost datd de Herbert Mehrtens. Pe scurt, conceptele fundamentale kuhniene
sunt analizate din perspectiva aplicabilitatii In matematica. Astfel,
Mehrtens aratd prin exemple din istoria matematicii modul in care
functioneaza aceasta. De pilda, acesta scrie ca postulatul al cincilea al lui
Euclid este o anomalie care a condus la geometrii noi si la rdsturnarea
metafizicii geometriei.* Totodatd, , Elementele” lui Euclid ori, dacd vrem,
modul in care acesta ,face” matematicd, reprezinta pentru Mehrtens o
paradigma exemplard?. Interesant este ca autorul concluzioneaza ca
patternurile teoriei kuhniene nu sunt intrutotul aplicabile in matematicd, dar
multe dintre conceptele amintite au un rol in istoriografia matematicii.** Cu
alte cuvinte, Mehrtens justifica in mare parte legile lui Crowe.

Karen Frangois si Jean Paul Van Bendegem conchid, in urma unei
discutii despre legile lui Crowe, ca, pe de o parte, dezbaterea despre

4 Joseph Dauben, ,Conceptual revolutions and the history ofmathematics: two
studies in the growth of knowledge”, in Gillies, Donald, (ed.), Revolutions in
Mathematics, Clarendon Press Oxford, 1992, pp. 49-71.

4 Konstantinos Nikolantonakis, ,Did we have ‘revolutions’ in mathematics?
Examples from the history of mathematics in the light of T.S. Kuhn’s historical
philosophy of science”, https://bibnum.publimath.fr/ACF/ACF08013.pdf

45 Donald, Gillies, ,Introduction”, in Gillies, Donald, (ed.), Revolutions in
Mathematics, Clarendon Press Oxford, 1992, pp. 1-14, p. 5.

4 Herbert Mehrtens, , T. S. Kuhn's theories and mathematics: a discussion paper on

A

the ‘new historiograpghy’ of mathematics”, in Historia Mathematica, Vol. 3, 1976,
pp. 297-320, p. 304.

47 [bidem, p. 309.

48 [bidem, p. 312.
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revolutiile matematice depinde In mare mdsura de semnificatia termenilor
,revolutie” si ,matematica” si nu conteaza daca reusim sau nu sa oferim un
raspuns afimativ sau negativ intrebdrii, cat timp astfel este stimulat studiul
practicilor matematice.*” Pe de altd parte, legile lui Crowe pot fi folosite
pentru a compara matematica si stiintele, cu mentiunea ca in matematica
pot fi interpretate ca fiind legate de modul in care este gandita o
demonstratie.® In sfarsit, in incercarea de a clasifica revolutiile stiintifice,
Ladislav Kvasz considerd ca geometria hiperbolica ar fi produs o ruptura
epistemicad de gradul al treilea deoarece modul in care obiectele matematice
sunt construite nu este schimbat’!; dar, adauga acesta, o astfel de ruptura
epistemicd reprezintd totusi o revolutie stiintifica.>

Concluzii si implicatii

Geometria neeuclidiana a avut si are o importanta deosebita nu numai
in istoria matematicii, dar si in istoria gandirii. Morris Klein, vorbind
despre importanta geometriei neeuclidiene, scria ca la fel ca ,teoria
heliocentrica a lui Copernic, legea gravitatiei a lui Newton sau teoria
evolutiei a lui Darwin, geometria neeuclidiand a afectat radical stiinta,
filosofia si religia”®. Odata cu geometria neeuclidiana a fost clarificata o
distinctie presupusa Intotdeauna implicita: aceea dintre un spatiu
matematic si un spatiu fizic*. Pe scurt, obisnuinta de a gandi euclidian si
verificarea , vizuald” a axiomelor sistemului de la inceputul ,Elementelor”
au oferit oamenilor iluzia ca geometria euclidiand descrie , perfect” spatiul
fizic. De aceea, ,odatd cu crearea geometriei neeuclidiene, totusi,

4 Karen Francois, Jean Paul Van Bendegem, ,Revolutions in mathematics. More
than thirty years after Crowe's ‘Ten Laws’. A new interpretation”, in Benedikt
Lowe, Thomas Miiller (eds.), Philosophy of Mathematics: Sociological Aspects and
Mathematical Practice, College Publications, London, 2010. Texts in Philosophy 11,
pp- 107-120, p. 118.

50 Ibidem, p. 119.

51 Ladislav Kvasz, ,,On classification of scientific revolutions”, in Journal for General
Philosophy of Science, Vol. 30, 1999, pp. 201-232, pp. 221-222.

52 [bidem, p. 227.

53 Morris Klein, , Geometrie si adevar”, in Viorel Barbu (coord.), Matematica si
cunoagterea stiintificd, traducere din limba engleza de Elena Mocanu, lasi, Institutul
European, 2011, pp. 115-120, p. 115.

5¢ [bidem, p. 115.
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matematicienii, oamenii de stiinta si laicii au fost obligati, in cele din urma,
sa aprecieze ca sistemele de gandire bazate pe declaratii referitoare la
spatiul fizic sunt diferite de acel spatiu fizic®.

De asemenea, importante sunt si aplicatiile ulterioare ale geometriei
neeuclidiene, cum ar fi, de exemplu, teoria relativitatii; fara a mai vorbi aici
despre disputele filosofice provocate, intr-o primd masurd asupra
fundamentelor matematicii, cat mai apoi asupra conceptului de spatiu —
mai ales asupra conceptiei kantiene asupra spatiului (si timpului)3.
Geometria neeuclidiand — in speta, cea hiperbolicd — a atras si atentia
artistilor. Bundoard, M.C. Escher a creat o intreaga serie de opere bazate pe
geometria discului Poincaré si a planului hiperbolic; printre cele mai
cunoscute opere fiind cele din seria Circle Limit.

Prin urmare, este limpede faptul ca impactul geometriei hiperbolice in
cultura stiintifica a fost unul esential. Desigur, ramane deschisd disputa,
dupa cum am incercat sa schitdim in sectiunea precedenta cu privire la
madsura In care aparitia geometriei hiperbolice a produs sau nu o revolutie
stiintificd in matematicd, unde accentul cade pe ,in”. Totusi, credem ca
putem da dreptate taberei care afirma cd, intr-adevadr, teoria kuhniana este
aplicabila progresului geometriei, dar cu acele anumite restrictii si retineri,
fiind evidente implicatiile acestei geometrii in viata de zi cu zi a oamenilor
si asupra intelegerii lumii. Cu alte cuvinte, teza formulata in introducerea
lucrarii de fata este argumentatd in doud directii: 1) in directia filosofiei
naturale, pentru ca schimbd perspectiva asupra lumii, dupa cum am zis,
dar si 2) in directia instrumentalitatii geometriei hiperbolice.
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